MSD2 td méthodes variationnelles, encadrement de la rigidité d'un joint élastique
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e s’agit d’un probléme régulier de type I, qui admet une unique solution
(?—?,0']- B % R e c}.;rgn crmemt J)Tvx
LT e Cecannn e un?knv,u'ﬂ serd MAJM -

2. L’ensemble des champs de déplacements cinématiquement admissibles est
ici :

d:-v- umi

Il

{v,V = (v1,va,v3) v; réguliers, (0, z,,23) = 0 et
v(a,zg,z3) = Uy pour 0 <z <b et 0<zz<h}

Pour que ¥ = Az, €) € Usq, il faut et il suffit que ¥(0, 29, z3) = 0 (automa-

tiquemnent satisfaite) et que v(a, z;,z3) = U e; = A doit vérifier : Aa = TU.
' Donc les champs de déplacements ¥ = (U fa) z; €; sont cinématiquement

admissibles. | H




Calculons le champ de déformations €(%) et le champ de con-

traintes o(7) associés par le loi de comportement (2)-(3). €= L gwad T+ © qrod 3)
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- L 0 MG 0
Sl g ek e@=| pZ o o
0 0 -
e ERDe(22.8) @<, B)el®, =)
o (7) satisfait les équations d’équilibre (1), mais on n'a pas 032 =0 sur z, =0

et =, = b donc o(#) ne vérifie pas les conditions aux limites (6). La solution
# du probleme (1)-(7) n’est donc pas de la forme (U/a) z, €.

3. L’ensemble des champs de contraintes cinématiquement admissibles est
1cl : Wi gu ey

&S -Y,g={r, 7={m;}, Ti; = Tji, Ti;5=0dans ), 7o =0sur z; =0 et 2, = b,
73 =0sur z3=0et z3 = h}.

On vérifie aisément que les champs

B«-".:]_ (% — 1’2) % 32(3:2 — I]) u
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satisfont les équations d’équilibre (1) et les conditions aux limites (6)-(7) et
ceci VB € R donc 7 € Yaq-

Pour qu’un champ de cette forme soit solution du probleme (1)-(7), il faut
qu’il vérifie les équations de Beltrami qui s’écrivent ici :

(1+H]ﬂ']’;]:+fg1;j=ﬂ, dans (), (i,j=1,2,3).

On vérifie a.isément*que I’équation correspondante au couple (i =1, j = 2)
n’est satisfaite que si B = 0 et que les autres équations sont automatiquement
satisfaites. Donc, seul le champ 7 = 0 (parmi les champs de la forme choisie)
peut étre solution du probléme (1)-(7). Or T =0 = e(V) =0=v=p€R
mais j ne peut pas vérifier 2 la fois les conditions aux limites (4) et (5). Donc
la famille de champs choisie ne contient pas la solution du probleme (1)-(7).




Partie 2 :

1. On établit aisément la formulation variationnelle en déplacements du probléme :
i solution du probleme (1)-(7) vérifie

gty Cali,i—6)=0, V7€ U,

avec L'omagic oo dBovmaliion enm dipleamunk
a(u,v) = j;[}uﬁzr{ﬁ] exk(V) + 2p €45(1) Eij{ﬁ]]d’:r

‘et la formulation variationnelle en contraintes s'écrit : o solution du probleme

(1)-(7) vérifie :
-5 P
o €Y, Alo,T)=L(T), VT €L,

r
avec £} ?L
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Les théoremes de 1’énergie s’écrivent alors pour (i, o) solution du probleme
(1)-(7) :
U €Uz, 0 €Baa, —J(T) S —J(o)=1I(d) I(V), VU EUq, Y7 € g,
avec I(7) = % a(v,v) et J(7)= % A(r,T) — L(7).

2. Par définition
b ph
= I:j-/phqte J{ﬁ] dS] €3 = L _,; 0’12(&, T2, IE.] di-'g dzs.

Considérons le probleme d’équilibre P, défini par les équations (1) - (7) ot
’équation (5) est remplacée par u; = ug = 0 u, = 1, sur z; = a. Soient
(i®,a°) la solution de ce probleme Fo. On vérifie aisément que la solution
du probleme (1)-(7) sécrit : @i = Ud® et o = Ug?, (lin€arité d'un probleme
d’élasticité). D’ou

b orh
F=UK avec H:j f o1,(a, T2, z3)dz2dzs,
0 Jo

constante indépendante de U, qui ne dépend que des propriétés meécaniques

et géométriques du joint. =3 e wil
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En prenant T = o solution du probléeme (1)-(7) dans la formulation varia-
tionnelle en contraintes, on obtient : A(e, o) =L(o) et donc J ()= — % L(o)

soit J(or) = — % el = = % K U?, de sorte que les théorémes de 'énergie

conduisent a :
_J(r) <L KU?<I@), Vi€l VTELTu

En choisissant des fonctions tests U € U 4 et T € Taq, on obtiendra de cette
maniére un encadrement du module de rigidité au cisaillement 1

3. En prenant ¢ = (U/a) z,€; € U,q, on trouve a.isémenff[ﬂ) = % u?

d’oll une b eri
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-3°), on obtient 2 '







5. Considérons |'écart relatif e entre les bornes supérieure et inférieure par
rapport 2 la borne supérieure

e 10a®
T 3E B + 10a?

e = e(a),

b étant fixé. e(a) est une fonction croissante de a, I'écart sera donc minimal

et 'encadrement plus précis, lorsque a — 0.
Et lorsque ’épaisseur du joint devient de plus en plus faible, le module de

rigidité devient de plus en plus important.




